Un modelo analégico como marco
experimental para el movimiento
browniano en la ensenanza media

JAVIER E. VIAU
LUCRECIA E. MORO
RAUL 0. ZAMORANO
ESTEBAN SZIGETY

Universidad Nacional de Mar del Plata, Argentina

Introduccion

La Fisica emplea un tratamiento de tipo estadistico cuando se trata de analizar sistemas que estan
compuestos por un gran nOmero de elementos mindsculos, ante la imposibilidad de estudiar
sistematicamente las trayectorias de las particulas. Asi, la Mecdanica Clasica deriva en lo que conocemos
como Mecanica Estadistica, que es, simplemente, la aplicacion de la estadistica al tratamiento de grandes
poblaciones en el campo de la Mecénica en lo que concierne al movimiento de parficulas u objetos
cualesquiera sometidos a interacciones. Suministra, por tanto, una base de relacién de las propiedades
microscopicas de los Gtomos y moléculas individuales con las propiedades macroscapicas de los cuerpos.

Al abordar temas de mecanica estadistica en al aula de Fisica, el docente se enfrenta con la
existencia de una problemdtica educativa, que tiene su raiz en la falta de conocimiento de conceptos
estadisticos por parte de los alumnos. Esta limitacién pone en relieve la dificultad respecto de la profundidad
con que se aborda el estudio de los conceptos termodindmicos y no permite que los alumnos
conceptualicen la correspondencia entre el modelo macroscopico de las leyes de la termodinémica vy el
modelo cinético molecular de la materia.

En este trabajo proponemos una actividad experimental, que basada en una analogia diddctica,
puede ser desarrollada en el aula con el objetivo de que los alumnos tengan acceso a los conocimientos
estadisticos necesarios para interpretar el movimiento Browniano.

Marco tedrico

Al estudiar sistemas compuestos por un nOmero muy grande de componentes atémicos, la Fisica
abandona el proyecto de analizar detalladamente trayectorias o estados cudnticos, y lo substituye por un
tratamiento estadistico. Durante el pasaje de la mecanica clasica a la mecanica estadistica, que se realiza
durante la segunda mitad del siglo XIX, los esquemas basados en probabilidades prevalecen sobre los
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conceptos de érbitas exactamente prescriptas. Maxwell infroduce el nombre mecénica estadistica en 1879 y
la probabilidad comienza a reemplazar a la certeza. Sin embargo, paraddjicamente, es justamente el
enorme nimero de elementos microscopicos que componen los materiales el que permite resultados
estadisticos de gran precision y confiabilidad.

El darse cuenta de la imposibilidad de una descripcion detallada, determinista, de un sistema
macroscopico, abre las puertas para ofras descripciones mas tiles y, quizas, con mas poder de prediccién
efectivo. Einstein, en uno de los articulos de su “annus mirabilis” de 1905 introdujo una de tales descripciones
para tratar el problema del llamado movimiento browniano, un problema que durante muchas décadas
habia permanecido sin resolver.

Robert Brown fue un botdnico escocés que, a principios del siglo XIX, estaba estudiando la
polinizacién de un cierto tipo de planta, Clarkia pulchella, para lo cual observaba bajo el microscopio una
suspension de granos de polen en agua. Observd que habia unas pequefas particulas alrededor de los
granos que estaban en constante e irregular movimiento, y se propuso describir hasta que punto este
movimiento que veia en el microscopio era atribuible a alguna propiedad del polen o a algo mas general.
Prepard suspensiones de diversas sustancias finamente pulverizadas en agua y ofros liquidos y comprobd
que, en todas ellas, podia observar ese incesante movimiento cuyo origen no supo explicar.

Debido a la realidad que presentan los alumnos de ensefianza media frente a la posibilidad de
incorporar conceptos estadisticos, las estrategias diddacticas que vayan a ser elaboradas en torno a la
ensefianza de la Estadistica no pueden ser concebidas dentro de un marco rigido sino que deben estar
libres a la creatividad, donde tanto docentes como estudiantes fomenten su capacidad creadora y espiritu
critico. Si bien la estadistica, en la actualidad, es parte del curriculo de matematicas en la educacion primaria
y secundaria de muchos paises, los alumnos llegan a los niveles superiores con serias dificultades en su
aplicacién o, en la mayoria de los casos, sin el conocimiento de los conceptos basicos que la sustenta
(Meletiou, 2003).

Las razones para incluir la ensefianza de la estadistica en estos niveles se ha subrayado
repefidamente durante los GOltimos veinte afios (Holmes, 1980; Hawkins, Jolliffe, y Glickman, 1991; Wild y
Pfannkuch, 1999; Gal, 2002), basadas en la utilidad de la estadistica y probabilidad en la vida diaria, su
papel instrumental en otras disciplinas, la necesidad de un conocimiento estocdstico basico en muchas
profesiones y el importante papel de la estadistica en el desarrollo de un razonamiento critico.

Los alumnos no consiguen responder satisfactoriamente situaciones problematicas relacionadas
con los conceptos de calor, trabajo, energia interna y temperatura, vinculados con la Primera Ley de la
Termodin@mica, adn después de haber recibido un entrenamiento importante en ello. Esas dificultades
parecen residir en la falta de correspondencia entre el modelo macroscopico de las leyes de la
termodinamica, (relaciones de energia que emplean magnitudes fenomenoldgicas) y el modelo cinético
molecular de la materia. Ambos modelos teoréticos, uno macroscopico y otro microscopico se plantean
habitualmente en la clase, de modo que esta falta de conexién seria en parte proveniente de la instruccion.
El abordar temas de mecdnica estadistica en al aula de Fisica, en este caso bajo una actividad que deriva de
una analogia didéctica, permite conceptualizar adecuadamente al modelo microscopico, asi como dar un
marco introductorio a la irreversiblidad mecénica que los introduce en el segundo principio de la
termodiné@mica.
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Metodologia

Parficipantes

La propuesta que presentamos fue puesta en practica en 2.° afio de una Escuela Polimodal con
orientacion en Ciencias Naturales de la ciudad de Mar del Plata. Participaron 22 alumnos de 16 afos de edad.

Diseno y aplicacion de la propuesta

Esta propuesta se basa en presentar a la Estadistica contextualizada dentro de un juego, en este
caso sustentado por la aplicacién de un modelo didactico analdgico. De esta manera, se le presentard a los
alumnos la estadistica como un conjunto de herramientas (métodos y técnicas) disponibles para la
produccién de conocimiento e informacion de su campo disciplinar especifico.

Han guiado el disefio de esta propuesta los siguientes aspectos:

a)

La Motivacion: porque pone a los alumnos en situacion de “cienfificos” y/o "profesionales” y
ademads, porque los pone en contacto con problemas cercanos a su realidad.

La integracion: porque permite trabajar relacionando y vinculando la fisica con la matematica.

La orientacion: porque sera el hilo conductor que guiaréd la presentacion y tratamiento de los
temas tedricos y practicos de los conceptos a desarrollar.

INTRODUCCION AL CALCULO DE PROBABILIDADES Y ESTADISTICA

Esta fase se plantea con el objetivo de que los alumnos reconozcan aquellos problemas que
puedan requerir una solucién de tipo estadistico. Pensamos que, de esta forma, podran
entender que la Estadistica se basa en técnicas y herramientas que se justifican y son
reconocidas por su capacidad de resolver problemas concretos de trabajo.

Los alumnos poseen diferentes ideas previas acerca del cdlculo de probabilidades en
situaciones simples, sin embargo desconocen los alcances de su aplicacién en situaciones
relacionadas con un ndmero muy grande de eventos. El problema mas sencillo del calculo de
probabilidades se presenta cuando se lanza al aire una moneda. Todos sabemos que es
igual la probabilidad de que la moneda caiga cara o cruz. Pero icudl serd la situacion si se
deja caer consecutivamente la moneda dos veces seguidas, o lo que es lo mismo, si se dejan
caer dos monedas simultdneamente? En la Figura 1 se muestran los grdaficos que utilizamos
en el aula, a modo de imagen, a los efectos de construir en el alumno la idea de repeticion de
eventos equiprobables.
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FIGURA T
Distribucion de caras y secas al arrojar 2, 3 y 4 monedas
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Este juego con monedas, particularmente sencillo, permite no sélo abordar las simples leyes
del calculo de probabilidades sino que proporciona un buen ejemplo de lo que se entiende al
decir que las leyes de la probabilidad se hacen mas exactas a medida que aumenta el
nomero de ensayos. Luego se invita a los alumnos a construir el grafico que muestra la Figura
2 a partir de la experiencia con lanzamientos, que representa las probabilidades de obtener
nOmeros diferentes de caras y cruces para dos, tres, cuatro y un centenar de ensayos.

Este grdfico, realizado por los alumnos, permite visualizar como a medida que aumenta el
nimero de pruebas se hace cada vez mas nitida la curva de la probabilidad, mostrando
claramente un valor méaximo para nOmero iguales de caras y cruces, el que se hace cada vez
mas pronunciado.

FIGURA 2'
Probabilidad de distribucién de caras y secas
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' Extraido de: GAMOW, G. (1948): Uno dos tres infinifo. Buenos Aires: Espasa-Calpe.
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b)

PRESENTACION DE UN MODELO ANALOGICO DEL MOVIMIENTO BROWNIANO: EL PASEO DEL
BORRACHIN (GAMOW, 1948).

Una vez introducido el concepto de cdlculo de probabilidades, planteamos en el aula el
siguiente problema: imaginemos a un borracho que, apoyado sobre un farol decide
comenzar a caminar y desplazarse. Una dramatizaciéon dulica por parte de los alumnos
puede acompafar esta instancia de la clase a los efectos de lograr mayor claridad en el
planteo. La pregunta a instaurar en el aula es: ;a qué distancia del farol se encontrard el
borracho luego de dar por ejemplo 100 pasos, imaginando que cada paso tiene una longitud
promedio de 1 metro? Al principio se podria pensar que, a causa de la imprevisibilidad de
cada cambio de direccién, no hay manera de contestar a esta pregunta.

Lo que se busca con esta etapa es despertar la motivaciéon y el interés por parte de los
alumnos, de modo de abordar el problema planteado con un lenguaje matematico adecuado.

Esta instancia se desarrolla dentro del marco teérico correspondiente, la idea de que cada
paso puede pensarse como un vector, en donde la direccion y sentido son totalmente
aleatorias y equiprobables, al igual que el arrojar una moneda al aire, pero con infinitas
direcciones y sentidos posibles. Un grafico de los pasos representado por vectores permite
geométricamente visualizar, por parte del alumno, la necesidad de realizar una suma
vectorial de 100 vectores, es decir, sumar componente a componente, 100 componentes X y
100 componentes Y. La imagen que crea un grdfico vectorial de este tipo, como muestra la
Figura 3, construye en el alumno una analogia con una sumatoria de fuerzas clasica de su
paso por dindmica, y fortalece la idea de lograr una formulacion matemdtica adecuada de la
problematica planteada.

La formulacion matematica, para n pasos, lleva a la siguiente expresion para la distancia final:

R =+/N eLmed 1)

Este resultado significa: La distancia mas probable del borrachin al farol después de un
nomero grande de pasos irregulares en su caminata, es igual a la longitud media de los
trayectos rectos que camina, por la raiz cuadrada de su ndmero.
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FIGURA 3*
Caminata del borrachin

FIGURA 4*
Distribucion estadistica de 6 borrachines

El paseo del borrachin

Distibucion estadistica de seis borrachines que caminan al rededor del farol.

Dentro de los comentarios que genera el resultado obtenido mediante la matematizacion de
la problematica, se encuentra el hecho de que si el borracho da un paso promedio de 1 metro,
antes de cambiar de direccién, lo mas probable serd encontrarlo a 10 metros del farol
después de una caminata de 100 pasos. Aqui es donde entra en juego la naturaleza
estadistica del problema. Esto no significa que no exista una probabilidad de encontrarlo a
100 metros si todos los pasos los hubiera dado en la misma direcciéon y sentido, como
tampoco significa que no exista una igual probabilidad de encontrarlo en el mismo farol.
Simplemente significa que, habiendo un gran nimero de caminatas, o de borrachines,
encontraremos que los mismos estan desparramados de tal forma que la distancia promedio
al farol es de 10 metros.

Cuanto mayor sea el nUmero de borrachines, y mayor el nimero de cambios de direccién en
sus paseos desordenados, mds exacta es la regla. La figura 4 muestra esta situacion para
seis borrachines que caminan. Si se sustituyen los borrachines por algunos cuerpos
microscopicos, tales como las esporas vegetales o las bacterias suspendidas en un liquido, se
tendrd exactamente el cuadro que el botanico Brown vio con su microscopio. Si bien, las
esporas Yy las bacterias no estdn borrachas, pero, como hemos dicho antes, son golpeadas
sin cesar en todas las direcciones posibles por las moléculas que las rodean implicadas en el
movimiento térmico, se ven obligadas a seguir trayectorias irregulares en zigzag.

? Caricaturizacién realizada por los alumnos de figuras exiraidas de GAMOW, G. (1948): Uno dos ires infinifo. Buenos Aires:
Espasa-Calpe.
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d]

Si se observa a través de un microscopio el movimiento browniano de un gran nimero de
pequenas particulas suspendidas en una gota de aguaq, y si se fija la atencion sobre un cierto
grupo de ellas concentradas en una pequefia region dada, se notard que en el franscurso del
tiempo se dispersan gradualmente por todo el campo visual, y que su distancia media desde
el origen aumenta en proporcion a la raiz cuadrada del intervalo de tiempo, tal como lo
requiere la ley matemdtica por la cudl se calcula la distancia del paseo del borrachin.

IMPLEMENTACION EN EL AULA

En el aula nos propusimos representar esta analogia presentada por Gamow mediante
dispositivos sencillos ideados por los alumnos que simularan la aleatoriedad de la caminata
del borracho. Se pensd en dar 8 direcciones posibles a la misma, ansimiléndolas a las
siguientes direcciones geogrdficas: N, S, E, O, NE, NO, SE, SO. Se propuso a los alumnos que
construyeran algdn dispositivo o idearan algin método de obtener estas 8 alternativas en
forma equiprobable. Esta propuesta estuvo fundada en mostrar un suceso aleatorio diferente
a lo que puede ser una simple moneda. Con el dispositivo ideado, los alumnos fueron
instruidos para representar en un papel milimetrado el resultado de representar 100 pasos del
borrachin. Cada paso fue equiparado a un vector de 1 cm (longitud media del paso) y con la
direccion y sentido obtenidas de 100 ensayos del dispositivo propuesto. Asi, los alumnos
obtuvieron un gréfico caracteristico de un movimiento Browniano, observando la aleatoridad
de la caminata a lo largo de los sucesivos ensayos.

Con los gréficos obtenidos, se sugirié a los alumnos que realizaran al menos 3 caminatas, y
registraran las distintas posiciones para 20, 40, 60, 80 y 100 pasos. La idea fue que, con las
caminatas de 100 pasos realizadas por cada alumno del aula (22 caminatas), se realizara un
diagrama similar al de la Figura 3, en donde se pudiera visualizar la distribucion de los
distintos borrachos luego de sus caminatas.

La actividad fue organizada segin los siguientes pasos experimentales:

PASO1

Seleccionar varios mecanismos o métodos en los cudles se puedan obtener equi-proba-
blemente ocho eventos (dado, ruleta, bolillero). A cada evento se le asignard una direccion:
norte (N), noreste (NE), noroeste (NO), sur (S), sudeste (SE), sudoeste (SO), este (E) y oeste (O).

PASO 2

Realizar cien “ensayos” (pasos) por cada método seleccionado, registrando en una tabla los
resultados obtenidos. Repetir al menos tres veces con cada mecanismo.

PASO 3:

Graficar los cien pasos del borrachin considerando cada paso como un vector de 1 cm de
longitud, orientado segin indique el ensayo correspondiente. Luego calcular la distancia
desde el punto de partida hasta la posicion final.
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o PASO 4

Comparar los resultados obtenidos por este método estadistico (haciendo un promedio de
todas las distancias) con los resultados obtenidos por la ecuacién matemética.

Resultados

PASO 1: Métodos utilizados

METODO 1: dado de 8 caras METODO 2: ruleta METODO 3: bolillero
PASO 2
TABLA 1
Distancias recorridas por los caminantes a los 20, 40, 60, 80 y 100 pasos
DISTANCIA (cm)
CAMINATA METODO 100
20 pasos | 40 pasos | 60 pasos | 80 pasos pasos
A 1 3.2 2,9 9,3 14,2 1,4
B 1 3.9 53 7,6 5] 12,1
C 1 6,3 7,4 3,5 8,3 6,9
D 2 2,4 3,8 6,3 10,4 15,9
E 2 3,6 59 3,5 2, 3,4
F 2 9,5 13,2 14,1 14,0 14,4
G 3 39 1,3 6,0 8,4 8,7
H 3 3 6,5 6,1 10,9 9,7
| 3 3.9 6.3 4,4 8.1 55
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PASO 3

GRAFICO 1
Posicion final de cada borrachin alcanzada luego de 100 pasos

Farol

PASO 4

Tabla 2
Comparacion entre la posicion tedrica y posicidén experimental obtenidas

N° de pasos Posicion tedrica Posicifm experin_1enta!
(R =N - longitud del paso) (promedio de las distancias)
20 J20 = 4,47 4.42
a0 V40 = 6,32 5,84
60 J60=7,75 6,75
80 /80 = 8,94 9,05
100 \/1TO =10,00 9,78
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Conclusiones obtenidas por los alumnos

o Pudimos comprobar que la ecuacién matematica sobre la distancia “mas probable” es total-
mente correcta, puesto que el resultado obtenido siguiendo el método experimental (9,8 cm)
se asemeja bastante al obtenido a través del método tedrico (10 cm).

o En la tabla 2 se puede observar la proximidad entre los valores tedricos y los experimentales
para distinfos nOmeros de pasos.

o En el grafico 1 se observa que las distintas caminatas dan a veces mayor o menor que la
distancia més probable (10 cm). Sin embargo, el promedio simple de los 100 pasos nos da un
valor relativamente cercano al esperado. Esto es que hay una leve diferencia entre la teoria y
la préctica, para ello tendria que haber hecho més caminatas. En la medida que representa-
mos mas paseos de borrachin, nuestro resultado se acercard mas a la medida tedrica.

o Como todo fenémeno probabilistico la ley tedrica se verd corroborada con un universo de
medidas mucho mayor. En el interior de la materia el comportamiento de los atomos es
aleatorio, por lo tanto, el “bombardeo” térmico que sufre una particula de polen le permite
realizar una infinita cantidad de pasos en un tiempo corto.

o Nuestro borrachin es una analogia de lo que ocurre en el interior de la materia y un
acercamiento al movimiento browniano.

Consideraciones finales

El abordar temas que involucran a la teoria cinética de la materia, permite llevar al aula el verdadero
trasfondo filoséfico de la naturaleza, que nos permite explicar todos los fendmenos como la interaccion de
particulas materiales. Seria un grave error pensar que, a causa de la irregularidad del movimiento térmico,
éste debe quedar fuera del plan de una descripcion fisica posible.

La explicacién del fenémeno, junto con la dramatizacion del borrachin, trajeron al aula preguntas
qgue los alumnos fueron elaborando en la medida que la conceptualizacion del fenémeno estudiado
despertaba su interés. Algunos se preguntaban ;dependerd el fenomeno del tipo de granulos de polen
utilizados en la observacion? sse podra con el andlisis fisico de este movimiento encontrar la masa de las
moléculas y/o particulas del seno del fluido, haciendo uso de los conceptos estudiados de la cantidad de
movimiento de un sistema de particulas?

Este ejemplo permite instaurar en el aula la idea de que el mundo real evoluciona y como se
relacionan las probabilidades con esta evolucion. Nos muestra una tendencia unidireccional hacia las
configuraciones mas probables, lo que nos infroduce en la esencia de la irreversibilidad que es la base para
la segunda ley de la termodindamica (Einstein e Infeld, 1993).
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