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1. Introduccién

Al abordar la ensefianza del objeto espacios vectoriales ly del Algebra Lineal como objeto mas
amplio), pretendemos conducir a nuestros alumnos por las calles rectas y regulares de la formalizacion,
mostrando una teoria unificada y generalizada sin mencionar siquiera que estamos mostrando los
suburbios de un lenguaje recientemente anexado al lenguaije de las matemadticas.

SegUn Kaput (1987), el Algebra Lineal es compleja tanto en sus estructuras como en la multiplicidad
de sus representaciones; ademas su estudio permite combinar la abstraccion y la aplicacién. Con el estudio
de la teoria es posible desarrollar el razonamiento matematico y la transferencia de esos conocimientos
permite realizar interesantes aplicaciones; pero en el proceso de su ensefianza y aprendizaje se presentan
dificultades asociadas al cardcter abstracto de sus conceptos y a la variedad de lenguajes y
representaciones semidficas. Entre esos lenguajes es coman recurrir al lenguaje geométrico para ilustrar y
puntualizar propiedades de los vectores en el plano y en el espacio, mientras que el lenguaje aritmético
aporta las herramientas necesarias para operar con vectores, matrices, sistemas de ecuaciones, entre ofras;
y es el lenguaje algebraico-abstracto el que permite la generalizacion, formalizacion y caracterizacion de
conceptos, factibles o no de representacion geométrica. (Sierpinska, 1996), (Hillel, 2000).

Observando las dificultades que el uso de las diferentes representaciones semioticas producen en el
proceso de ensefanza y aprendizaje, y con miras a elaborar una propuesta didactica que integre el uso de
los distintos lenguaijes, nos propusimos relevar los errores mas frecuentes cometido por nuestros alumnos,
al abordar el estudio de los conceptos de Espacio Vectorial y Subespacios.

2. Fundamentos tebricos

En la Teoria de las Situaciones Diddcticas y en el constructivismo, el error es considerado como una
herramienta fundamental para la construcciéon del conocimiento.

El desarrollo de la Teoria de las Situaciones Diddcticas, Brousseau (1997), considera que el alumno
construye su conocimiento personal al validar sus concepciones, en la inferaccion generada entre los
participantes del proceso de ensefiar y aprender. Sus concepciones son elaboradas poniendo en juego sus
conocimientos previos para dar respuestas a las situaciones problematicas. En los errores que tienen los
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estudiantes en su aprendizaje, quedan plasmadas las dificulfades que subyacen en el abordaje de cada
concepto, por lo que es necesario reflexionar acerca de sus significados y posibles causas.

Para la postura constructivista los errores son fuente de informacion de qué y como los estudiantes
han aprendido. Rico (1995) sostiene que el error es una posibilidad permanente de adquisicion vy
consolidacion del conocimiento.

Es asi que tener una taxonomia de los errores mas frecuentes, serd una herramienta facilitadora a
la hora de elaborar secuencias didacticas que tengan en cuenta las dificultades mas habituales en el
proceso de aprender. Teniendo en mente la ventaja que presupone el contar con tal herramienta es que
realizamos un estudio exploratorio, tomando en consideracion las producciones de nuestros alumnos
durante los afios 2009, 2010, 2011, para realizar una clasificacién de los errores y una comparacion con
algunas taxonomias a fin de establecer puntos en comdn y diferencias.

Entre las tipologias existentes para clasificar el error en el drea de la matemdtica, hemos
seleccionados tres: Tipologia de errores de Brousseau (2001), Tipos de errores segin Socas (1997)y Tipologia
de errores segin Radatz (1979).

3. Desarrollo

3.1 Contenidos y carga horaria

Es de hacer notar que este estudio lo hemos realizado en la asignatura Algebra Lineal |, cuyos
contenidos minimos y carga horaria (8 hs. Semanales) estdn establecidos en el plan de estudio
correspondiente a las carreras de Profesorado y Licenciatura en Matemdtica y Licenciatura en Fisica de la
Facultad de Ciencias Exactas Fisico-Quimicas y Naturales en la Universidad Nacional de Rio Cuarto.

En este estudio exploratorio de tipo cudlitativo hemos seleccionado los conceptos de Espacio
Vectorial y Subespacio y realizado las siguientes consideraciones.
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3.2 Metodologia

3.1.1. Mapas conceptuales: La elaboracion de mapas conceptuales fue una herramienta que nos permitio
acordar la construccién, organizacion y relacion entre los conceptos a ensefiar.

3.1.2. Las evaluaciones y ejercicios de seguimiento' realizadas por los alumnos durante tres periodos
académicos fue el material utilizado en nuestro estudio. De las evaluaciones tomadas se seleccionaron tres
situaciones problemas significativas para nuestro andlisis.

3.1.3. La muestra: hemos considerado los exdmenes de los alumnos del profesorado y licenciatura de
Matemdtica de distintos afios, que cursan Algebra Lineal |, en el segundo cuatrimestre de primer afo de las
carreras antes mencionadas. Para este estudio se considerd una muestra de 105 exdmenes.

3.1.4. Consideraciones Metodologicas: las relaciones entre los conceptos fueron explicitadas en el andlisis
de los mapas conceptuales. Ellas fueron la guia que facilitd del disefio de las situaciones problemas, en las
cuales se contemplan el uso de diferentes representaciones semidticas. Realizamos una comparaciéon con
ofras tipologias para ver si resultan considerados todos los casos observados en nuestra taxonomia y si los
tipos son coherentes cuando un error estd presente en las otras tipologias.

3.3 Situaciones seleccionadas

En las situaciones seleccionadas para este estudio exploratorio estdn presentes tanto el lenguaje
algebraico como el aritmético. La interpretacion geométrica es factible sélo en una situacion. Los objetivos
que se detallan a continuaciéon permiten verificar si estén presentes las relaciones explicitadas entre los
conceptos.

Objetivos

e Evidenciar la aplicacion de la condicion de suficiencia para demostrar que un cierto ente es un
subespacio de un espacio vectorial.

e Favorecer la realizacion de operaciones entre subespacios.
e Caracterizar los subespacios suma e inferseccién dando sus bases.

e Establecer las relaciones entre las dimensiones de los subespacios y la dimension del
subespacio suma.

Consigna: La consigna en cada caso fue dar respuesta a los items enunciados.

Situacién problema 1
Sean Wy Sc IR'los siguientesconjuntos: S = {(Xl, X,, X5 X, )€ IR* 1%, + X, + X, = O} y
W = gen{(1,1, - 25),(k, k, 3, - k),(1L111)}

a) Calcular las posibles dimensiones de W en funcion del parametro k.

bl Para el valor de k en el cual la dimensién de W es la menor, hallar los generadores de S (W .

' Problemas de seguimiento son problemas que se toman al finalizar cada unidad tematica. El objetivo de estos ejercicios es poner al
alumno en situacion de examen para que pueda analizar como se encuentra su aprendizaje en referencia a los temas tratados.
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Situacién problema 2
Sea S = gen{(2,-11),(~1,0,1)}
a) Hallar ecuaciones que definan a S.

b) Hallar una base y la dimension de S.

c) Dar una representacion geométrica de S.

d) Encontrar generadores de un subespacio U < IR*talque U @S = IR®
e) ¢Es Unico el subespacio U? Si es Unico justifique su respuesta. Si no lo es encuentre otro con dicha

propiedad.

Situacién problema 3

X, X
SeQT:{(Xl ZJEIRZXZ/Xl_'_XZ:O’ X3—2X4=0}\/

ot Y03

a) Hallar la dimension de W y la dimension de T.
b) Hallar una base de WNT

¢) Calcular dimension de W+T.

4. Clasificacion de los errores y sus posibles causas

41 Categorias de errores: Después del andlisis de los casos particulares podemos establecer las
siguientes categorias de errores:

Concurrencia de lenguajes: bajo esta designacién se agrupan aquellos errores que provienen del uso de los
lenguaje (aritmético-geométrico—algebraico) que se encuentran presentes en la ensefianza de estos
conceptos. La necesidad de pasar de una forma de representacion a otra, de manera constante, es una
dificultad adicional a la hora de operar.

e La definicion de los subespacios utilizando diferentes representaciones obstaculiza la aplicacion
de la técnica para identificar los elementos de cada subespacio y para operar
convenientemente en funcién de lo solicitado. Las distintas formas de representacion de los
subespacios dificultan las operaciones con sus elementos y perturban la aplicacion de la
técnica necesaria para dar la respuesta; ya que desde lo algebraico hay poco manejo en el uso
de las diferentes formas de representar subespacios. En particular, para interpretar y abstraer
los elementos de cada ente.

e Ellenguaie algebraico produce interferencias sobre el lenguaje aritmético a la hora de distinguir
entre variables y par@metros. Se asumen como sindnimos simbolos con significado diferente,
ignorando la dependencia existente entre ellos, llegando a establecer relaciones erroneas.
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e Latrasposicion del lenguaie cotidiano al lenguaije formal produce “ruido” en la interpretacion del
concepto puesto en estudio. El uso del lenguaije cotidiano en la transposiciéon didactica suele
interferir en la construccion y manejo del concepto, debido a ambigUedades propias del
lenguaie diario.

e El manejo del lenguaje aritmético no siempre ayuda a establecer las relaciones con el lenguaje
geométrico, quedan solapadas las relaciones con los otros lenguajes. En estas situaciones, la
validacion de los resultados, utilizando los saberes geométricos, no es tenida en cuenta.

Los alumnos no logran los siguientes objetivos:

e Independizar el concepto de subespacio de su forma de representacion.
e Explicitar la correspondencia entre el lenguaije cotidiano y el formal.
e Visualizar el concepto tratado desde los diferentes lenguaies.

Terminologia y notacion: Se agrupan en esta categoria, los errores que se producen por un uso erréneo de
la terminologia y de la notacion propia del Algebra Lineal. Los conceptos, simbolos y vocabulario utilizados,
agrega dificultades a la hora de traducir un concepto al lenguaje matematico.

e La definicion de la ley de composicion interna y ley de composicion externa en los espacios
vectoriales utilizando los simbolos clasicos de “+” y “.” es causa de confusidn. Se asume la
suma y el producto por un escalar de vectores de V como la suma y el producto por un escalar
de vectores en IR", Gnicamente.

e La polisemia en los simbolos de suma y producto es la causa de errores a la hora de
operativizar el concepto de espacio vectorial y/o de subespacio.

e Se confunde la suma de subespacios con la suma de vectores en IR". Quedan anclados en los
significados ya construidos para esa simbologia, los que difieren del significado del objeto
matematico en este confexto.

e Es indistinto el uso de las siguientes notaciones: gen{v,,v,,...,V, }.{V;,V,,...,V, }y
B, {1, Vy0V, )

e El sujeto plantea una sinonimia desde su concepcion, difiiendo con el significado que le
atribuye el dlgebra.

e Hay problemas para operativizar las definiciones de subespacio y base, el alumno se queda
con las definiciones de la teoria y no puede aplicarlas a un caso concreto. Cuando el alumno no
realiza un andlisis critico de diferentes ejemplos donde la técnica es aplicada a una diversidad
de problemas, se dificulta la apropiacion del objeto matematico.

En referencia a los objetivos; los alumnos no logran:

e Establecer correspondencia entre el significado anterior del término con el significado actual del
mismo.
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Uso de técnicas: en esta categoria se consideran los errores producidos en el uso de técnicas propias del
Algebra Lineal. Entre esas técnicas se observan la caracterizacion de los elementos de los subespacios
suma, inferseccion y la construccion de sus bases.

e Se aplican las técnicas de demostracion a elementos que no pertenecen al subespacio. No hay
apoyo en la teoria para validar las operaciones sobre subespacios que producen subespacios.

e No se diferencia entre variables y par@metros. Pueden aplicar la técnica, pero no pueden prever
los resultados desde la teoria.

e Falla en la caracterizacion de los elementos de la interseccion de subesapcios cuando
concurren diferentes representaciones en la definicion de los mismos.

e No pueden imponer las condiciones que determinan cada subespacio para obtener la
interseccion. El manejo de las condiciones conjuntas y la aplicacion del método de igualacion
introduce errores en el manejo del lenguaje aritmético.

e Lo definicidn de interseccién se impone a la aplicacion de la técnica aritmética en la
construccion del subespacio.

e La notacidn condiciona lo que interpreta (una variable igualada a cero, es interpretada como
variable libre, reducen en uno la dimension del espacio vectorial)

En referencia a los objetivos; los alumnos no logran:

e Establecer la relacion entre subespacio y las operaciones que los producen.
e Comprender la utilidad de validar los resultados obtenidos apoyados en la teoria.

e  Operdtivizar las técnicas que permiten construir el subespacio interseccion, cuando se tienen
distintas representaciones.

Errores de transferencia: en esta categoria se reGnen los errores con origen en otras asignaturas, en los
cuales se abordan los conceptos sobre teoria de conjuntos y el uso de las técnicas para demostrar que
aporta la légica.

e Se asume la suma de subespacios como sindénimo de unién, aln sabiendo que uno es un
subespacio y el ofro no. El sujeto asigna significado propio a simbolos ya definidos, ello
obstaculiza la formalizacion del concepto en lenguaije algebraico.

e  Se asumen como sindnimos conjunto y elemento de un conjunto.
e Resignificacion del simbolo € en la definicion de subespacios.

e Fallas en la elaboracion de la secuencia de la demostracion. Se toma el consecuente como el
antecedente en la implicacion.

e Falta de conocimiento para demostrar el valor de verdad de una proposicion. Se asumen
demostradas propiedades cuando sélo las verifican para valores particulares.

En referencia a los objetivos; los alumnos no logran:

e  Operdtivizar el uso de las herramientas ya aprendidas, provistas por la logica.
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4.2 Comparacion con las fipologias seleccionadas.

Hacemos ahora una breve descripcion de las tipologias seleccionadas para realizar la

comparacion. Hemos considerado las siguientes:

Tipologia de errores de Brousseau (2001). Para este autor los profesores suelen clasificar al error como un:

Error a un nivel practico: cuando el profesor considera que son errores de cdlculo.

Error en la tarea: cuando el profesor los atribuye al descuido.

Error de técnica: cuando el profesor critica la ejecucion de un modo operativo conocido.
Error de tecnologia: cuando el profesor critica la eleccién de la técnica.

Error de nivel teérico: cuando el profesor incrimina los conocimientos tedricos del alumno que
sirven de base a la tecnologia y a las técnicas asociadas.

Tipos de errores segun Socas (1997). Segin el autor, los errores en el aprendizaje de las matemdticas se

deben a ciertas dificultades que se pueden agrupar en cinco categorias:

Dificultades asociadas a la complejidad de los objetos matemdticos.
Dificultades asociadas a los procesos del pensamiento matematico.

Dificultades asociadas a los procesos de ensenanza desarrollados para el aprendizaje de las
matematicas.

Dificultades asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los alumnos y dificultades
asociadas a las actitudes afectivas y emocionales hacia las matematicas.

Tipologia de errores segin Radatz (1979). El autor realiza una clasificacién de los errores partiendo del
procesamiento de la informacion y establece cinco categorias generales:

Errores debidos a la dificultad del lengudije.
Errores debidos a dificultades para obtener informacion espacial.

Errores debidos a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y conceptos previos: esta
categoria abarca todas las deficiencias sobre contenidos y procedimientos especificos para la
realizacion de una tarea matematica.

Errores debido a rigidez del pensamiento: relacionados con los obstaculos.

Errores debidos a la aplicacion de reglas o estrategias irrelevantes: referidos a los que surgen
por aplicar con éxito una estrategia en @reas de contenidos diferentes.
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Cuadro comparativo

Errores Practico Tarea Técnica Tecnologia Teoria
segin a,b,eijar fkoq a,g,.mn
Brousseau

La complejidad de | los procesos del los procesos de | procesos de actitud afectiva y
Dificultades los objetos pensamiento ensefianza desarrollo cognitivo | emocionales
asociadas matemdticos, matemdatico desarrollados matemdticas
Socas a,b,efijk b,d, h,i,km,onqr b, e

la dificultad del dificultades p/ aprendizaje Rigidez de aplicacion de
Errores lengudje obtener informacién deficiente y pensamiento reglas o
debidos a espacial conceptos estrategias
Radatz previos irrelevantes

a,b,cdgmkp|e .o q.r el fa.n, i,r,n

Del andlisis del cuadro comparativo podemos realizar las siguientes observaciones:

Brousseau no contempla el uso de los diferentes lenguaijes y sus significados, con lo cual los
errores detectados en este campo no quedan plasmado en la tipologia broussoniana.

Socas considera, dificultades asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los alumnos y
dificultades asociadas a las actitudes afectivas y emocionales hacia las matemadticas, las que
no han sido consideradas en este estudio, lo cual se refleja en el cuadro. Ademas, en esta
misma clasificaciéon no tienen cabida. los errores producidos por traducir al lenguaje
matematico de manera errdnea la terminologia del lenguaje diario, los errores de tipo d, y el
uso inadecuado de la notacion. Tampoco podemos encuadrar errores de transferencia, n, o y .

Se observa un mejor ensamble entre la tipologia de errores dada por Radatz y la tipologia aqui
presentada; aunque esa no contempla el error h.

A pesar de la coincidencia establecida, creemos que nuestra clasificacion es mas adecuada
para los conceptos del Algebra Lineal mencionados

5. Reflexiones finales

Con este estudio exploratorio hemos pretendido indagar cuestiones que subyacen en la naturaleza

misma de los sujetos. No pretendemos afirmar que los errores detectados estdn presentes en todos los

estudiantes; mas bien queremos observar de qué manera la existencia de algunos de estos errores influye
en el aprendizaje del concepto en juego.

Hemos podido establecer que:

cuando el alumno no logra entender las distintas representaciones de un mismo objeto se
genera un problema de aprendizaje, ya que algunos conceptos permanecen como meras
definiciones formales, vacias de contenido. No es posible establecer relacién con sus
conocimientos previos o con argumentos geométricos o fisicos, no puede aplicar estos
conceptos a la solucién de otras situaciones, quedando relegado el concepto a una mera
verbalizacion.

Es necesario explicitar las relaciones entre las expresiones del lenguaje coloquial con la
expresion formal del concepto enunciado, a fin de ayudar a la construccion del saber. El poder
expresar en lenguaje coloquial lo que los simbolos expresan y por ofro lado, ser capaz de
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expresar e interpretar los resultados, escribiéndolos de manera simbdlica, es una practica
necesaria para avanzar en el estudio del Algebra y de Matemdtica toda, la que debe ser
favorecida en la practica docente.

e El andlisis precedente nos permite reflexionar acerca del lugar (afo-cuatrimestre] que deberia
ocupar esta asignatura en el plan de estudios, a fin de que el estudiante tenga el desarrollo
cognitivo necesario para abordar con mayor probabilidad de éxito el aprendizaje de los
conceptos mencionados.

En una préxima etapa se espera utilizar estos resultados para generar una propuesta didactica que
ayude a superar las dificultades encontradas. En el disefio de la propuesta se considerardn secuencias de
aprendizaje que articulen el uso de los diferentes lenguajes, como una forma de que los alumnos adquieran
una vision de los objetos matematicos como invariantes de sus multiples representaciones.
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